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常见薄壁拉伸构件带中心裂纹时的
应力强度因子公式
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摘  要:  首先根据无限大中心裂纹板在 I型荷载作用下应力分布的近场奇异解, 构建薄壁杆件在均匀拉伸时沿裂纹所

在截面的正应力的分布模型; 然后利用平衡条件确定无量纲应力强度因子; 从而建立了一种求解含中心裂纹

薄壁杆件应力强度因子的面场分析近似方法。与现有的数值结果比较表明, 该方法不仅简单实用,而且结果

可靠。文中给出的几种常见薄壁杆件含 I 型中心裂纹时的无量纲应力强度因子的近似简单解析表达式, 既适

用于焊接组合薄壁杆件, 也适用于冷弯薄壁杆件。
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A Series of Simple SIF Formulations of Model I Center Crack

in Tensile Thin-walled Member

ZH O U L i
( Department of Civil Engineer ing , Wuyi University , Jiangmen 529020, China)

Abstract:  Based on the analy tical solution of stress field around the center crack in an infinite sheet, the normal str ess distribu-

tion model was established on the cracked cross section for tensile thin-walled member. T he dimensionless stress in-

tensity factor Y (N) included in the distribution model was determined by use of the equilibrium condition of the iso lated

semi cracked sheet. T he simple formulations of dimensionless stress intensity factor ( SIF) Y (N) can be obtained by

means of above approx imate method. By contrast w ith the only one numerical results of r eference [ 1, 5] the simple

formulation in this paper is reliable to structur e engineering and can be applied to both w elded and cold- formed thin-

walled members.

Keywords: str ess intensity factor, center cr ack, thin-walled member , appr oximate analytical solution.

1  引言
随着线弹性断裂力学的发展,多种杆件在不同受力情

况下的应力强度因子的计算结果已汇编成册[ 1]。通常处

理工程裂纹问题时,比较实际问题和手册中列出的力学模

型后,可能有三种情况,分别采用不同方法确定应力强度

因子。情况一:二者基本相近,所需要的应力强度因子可

直接从手册中查到;情况二:二者的杆件形状或荷载方式

虽有差异,但可以采用工程近似法,如叠加法或组合法, 由

手册中的解处理得到复杂情况的满足一定精度的解;情况

三:如实际与模型相差甚远,则需采用复杂烦琐的数值方

法自行计算。常用的数值方法有能量变分法
[2]
和边界配

点法[ 3]。可见,充实完善应力强度因子手册的内容和发展

工程近似方法,对于推动线弹性断裂力学的应用是至关重

要的。

由板件焊接或卷折而成的薄壁杆件在金属结构中最
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为常见。当这类杆件的某一板面上出现裂纹时,如裂纹

长度相对于板宽较小,则可以忽略垂直板件的影响, 直接

应用平板的应力强度因子[4] ;否则, 就需要按整体求解确

定薄壁杆件的应力强度因子。到目前为止,现有的应力

强度因子手册中所收集的有关薄壁杆件的应力强度因子

的结果很少,文献[ 1]中仅收集了均匀拉伸等厚薄壁槽形

和角形杆件两种情况。该解是利用能量变分法得到的数

值结果
[ 5]

,以图线的形式给出, 不便于工程分析应用。可

见,关于薄壁杆件应力强度因子一般解的研究需要加强,

手册中的薄壁杆件的内容需要充实完善。

采用线场分析方法已成功得到有限宽板求解 I 型应

力强度因子近似简单表达式
[ 6, 7]
。本文拟进一步将该简

便方法推广应用于含中心裂纹均匀拉伸薄壁杆件, 通过

修正无限大板裂纹问题或小裂纹情况的应力场解析解,

建立一般情况下裂纹横截面的正应力的分布模型, 再利

用裂纹横截面应满足的平衡条件,确定模型参数,得到无

量纲应力强度因子。

2  裂纹横截面双轴对称时薄壁拉伸杆件的
Y( N)公式
2. 1  中心裂纹板的应力场和应力强度因子

对于图 1所示的中心裂纹板,当 a n b时,可认为是

无限大板或小裂纹情况, 应力场有精确解析解。其中沿

裂纹端前缘附近沿 x 轴正应力 Rz 的近场奇异解为

Rz = R
a

2r
( 1)

相应的裂纹尖端附近的应力强度因子为

K 1 = R Pa ( 2)

  当裂纹长度不远小于板宽时,即有限宽中心裂纹板

情况,目前还没有应力场的精确解析解。此时,由于竖直

自由边界的影响,沿裂纹端前缘 x 轴正应力 Rz 的分布强

度将有所提高。文献[ 7]认为, 沿裂纹端前缘 x 轴正应力

Rz 的分布形式为

Rz =
YR

a

2r
,( 0 [ r [ a/ 2Y

2
)

Y 2R,,( r > a/ 2Y2 )

( 3)

式中, Y= Y ( a/ b) = Y(N) ,为无量纲应力强度因子。

图 1  中心裂纹拉伸板

  如假设沿裂纹横截面从薄壁杆件中截取一半, 则正

应力 Ry 应满足所建立的平衡条件

2Q
b- a

0
Rytdr = 2Rb t ( 4)

将式( 3)代入平衡条件( 4) ,得

Y(N) =
1- N/ 2

1- N
( 5)

  与目前公认的修正的 Fedder sen 公式[ 1]进行比较,公

式( 5)在N< 0. 8的范围内,误差小于 5% ,基本可以满足

工程应用的需要。

2. 2  裂纹横截面双轴对称时薄壁拉伸杆件的 Y

( N)公式
对于薄壁杆件,求解应力强度因子的关键是,合理构

建含裂纹构件在裂纹横截面上正应力 Rz 的分布模型。构

建 Rz 分布模型时应遵循两个基本原则:一是要正确反映

裂纹尖端前缘附近应力场的奇异性, 二是要满足应变协

调连续性。因为除裂纹尖端外, 各处的应变应该是协调

连续的,当材料也相同时,应力分布也应该是连续的。

图 2所示三种截面为双轴对称裂纹横截面, 其显著

特点是裂纹扩展不会引起受力偏心效应。对于多裂纹情

况,本文只研究各裂纹状态相同即应力强度因子相同的

情况。各裂纹状态相异的情况,将另作研究。

  设薄壁杆在远端承受均匀拉应力 R的作用, 裂纹横

截面具有双对称轴,且各裂纹状态相同,则根据构建裂纹

图 2  双轴对称裂纹横截面
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横截面正应力分布模型的两个基本原则, 参照中心裂纹

有限宽板裂纹横截面的正应力分布特点, 可以假设, 含中

心裂纹薄壁杆件在裂纹横截面上正应力 Rz的分布规律为

Rz =
YR

a

2r
(在裂纹前缘附近区域, 0 < r [ a/ 2Y

2
)

Y2 R  (在裂纹横截面的其它区域)

( 6)

正应力 Rz应满足假设沿裂纹横截面截取一半所建立的平

衡条件

QAa

Rz dA = A 0R ( 7)

式中, Aa 表示裂纹横截面的净面积区域, A 0 为杆件远端

横截面的总面积。

将式( 6)代入式( 7) ,经积分运算得

2R
N
2

+ Y2 ( 1- N) E bit i + Y2 RE bjt j = A 0R ( 8)

即为用修正近场解方法确定无量纲应力强度因子的基本

方程。式中, E bit i 为所有含相同裂纹状态板的横截面总

毛面积; E bjt j 为所有无裂纹垂直板件的横截面总面积。

2. 3  三种常见双轴对称裂纹横截面情况的应力
强度因子

对于图 2a、b、c所示的三种薄壁截面杆件, 由式( 8)

求解无量纲应力强度因子 Y( N)过程中所需几何参数见表

1,其中 A* = A2 A3 ,称为与裂纹板垂直板件的横截面面积

参数。将表 1中的几何参数代入式( 8) , 通过推导可知,

图 2a、b 所示的薄壁杆件的无量纲应力强度因子相同,其

公式为

Y (N) =
1- 2A* - N/ 2

1+ 2A* - N
( 9)

由表 1可见,图 2c所示的薄壁杆件, Y ( N)与中心裂纹板

的应力强度因子的表达式 ( 5)相同。这是因为四块板柔

度相同,均在自身板面内承受相同的荷载,且板与板间之

间相互垂直相交, 所以, 不可能存在面外约束力,加上截

面的对称性,所以在棱处的纵向截面上既没有相互正应

力作用,也没有相互剪应力的作用,即各板的变形是相互

独立、互不影响的。

表 1  三种双轴对称裂纹横截面计算 Y(N)的几何参数

截面几何参数 截面 a和 b 截面 c

A 0 2bt( 1+ 2A* ) 8bt

E bi t i 2bt 8bt

E bj t j 4A* bt 0

  垂直板件的横截面面积参数A* 对图 2a、b两种薄壁

杆件无量纲应力强度因子 Y(N) 的影响规律如图 3 所示。

可见,垂直板件的相对面积越大,对裂纹板裂纹的约束越

大,且相对裂纹长度越大,约束效应也越明显。

3  裂纹横截面单轴对称时薄壁拉伸杆件的
Y( N)公式
3. 1  裂纹横截面的正应力分布模型

在钢结构设计中,为了提高构件的稳定性,常常需要

加强受压翼缘或采用单轴对称截面的型材。本节讨论的

单轴对称裂纹横截面即包括上述情况,也包括裂纹本身

的单轴对称性。为此本文主要讨论图 4 所示的箱形薄壁

裂纹横截面。该截面具有单轴对称裂纹截面的一般特征

其远端横截面的面积和形心坐标分别为

A 0 = 2Abt (10)

y 0 = 2A3 (A1 + A* ) / ( 1+ A1 + 2A* ) (11)

式中

A= 1+ A1 + 2A* (12)

可称为远端横截面的面积系数。

图 3  腹板含中心裂纹工字形杆件的应力强度因子
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图 4  箱形薄壁中心裂纹横截面

  对于图 4所示单轴对称裂纹横截面情况, 虽然在拉

伸杆件的远端应力是均匀分布的,但在裂纹横截面上,裂

纹的出现将导致该截面偏心受力,使得两个腹板上的应

力分布不均匀,所以在构建这类裂纹横截面正应力 Rz 分

布模型时,除了考虑到正应力 Rz 应满足应力的奇异性和

连续性两个要求外, 还应考虑受力偏心效应参数。故本

文假设 Rz 分布模型为

Rz =

YR
a

2r
( 0 [ r [ a/2Y

2
)

Y
2 R ( a/ 2Y

2 [ r [ b- a)

Y
2 R 1- Ca

y1

b
( 0 [ y1 [ 2A3b)

Y2 R(1 - 2A3Ca ) (在截面的上翼缘上)

( 13)

式中, Y为无量纲应力强度因子; Ca 称为裂纹横截面的偏

心效应参数;坐标 r、y1 如图 4 所示。Rz 分布模型( 13)应

该满足,沿裂纹横截面截取一半所建立的轴向力平衡方

程和力矩平衡方程

QAa

Rz dA = A 0R ( 14)

QA a

Rz dA = RA 0y0 ( 15)

通过联立求解方程( 14)和( 15)可以确定两个模型参数 Y

和Ca。

由以上分析讨论可知, 本文提出的求解含中心裂纹

薄壁拉伸杆件应力强度因子的方法, 是基于合理的构建

裂纹横截面的正应力分布模型建立的,故可简称为面场

分析近似法。

3. 2  含中心裂纹单轴对称箱形薄壁截面杆均匀
拉伸时应力强度因子的一般解

将式( 13)分别代入( 14)、( 15) , 经积分运算和化简整

理后得

Y
2
[ (A- N) - 2A3Ca (A1 + A* ) ] +

N

2
= A

Y
2

( A1 + A* ) - 2A3Ca A1 +
2

3
A3 = A1 + A*

联立求解得

2A3Ca =
(A1 + A* )N/ 2

( A1 + 3A* / 3) # ( A- N) - ( A1 - A* ) 2
(16)

Y =
( A1 + 2A* / 3) # ( A- N/ 2) - ( A1 + A* ) 2

(A1 + 2A* / 3) # ( A- N) - ( A1 + A* )
(17)

式( 17)即为含中心裂纹单轴对称箱形薄壁截面杆均匀拉

伸时无量纲应力强度因子 Y (N)的一般解。

3. 3  几种常见薄壁均匀拉伸杆件含中心裂纹时
的应力强度因子

1) 对于等厚箱形截面,由图 4可知, A1= 1, A* = A3 , A

= 2+ 2A3 ,代入一般公式( 17)得

Y =
6+ 8A3 + 2A23 - ( 3 + 2A3 )N

6+ 8A3 + 2A23 - 2( 3+ 2A3 )N
(18)

如为等厚正方形箱形截面,则又有 A3= 1,由式( 18)得

Y =
16- 5N
16- 10N

(19)

  2) 对于槽形薄壁截面, 由图 4 可知, A1 = 0, A= 1+

2A* ,代入一般公式( 17)得

Y =
2 + A* - N
2+ A* - 2N

(20)

当截面各板厚度相等时,在式( 20)中, A* = A3

3) 对于单块中心裂纹板,令 A1 = A2= A3 = 0,代入公

式( 17)可以得到与公式( 5)一致的结果。

在不同面外垂直板件长度情况下,等厚箱形和槽形

薄壁杆件的无量纲应力强度因子 Y (N)曲线分别如图 5a、

b所示。

4  面场分析近似法的正确性
由本文薄壁杆件的一般结果可以得到中心裂纹板的

合理结果
[ 7]
。对于含中心裂纹的薄壁杆件, 该结果是否

还是成立的呢? 本文选择槽形截面的应力强度因子结果

进行对比分析。目前关于薄壁杆件应力强度因子的研究

结果很少,幸好文献 [ 5] 采用能量变分法, 得到了腹板含

中心裂纹等厚槽形拉伸杆件无量纲应力强度因子 Y (N)的

数值结果,也被收入了手册[ 1]。本文结果与之比较的情

况见表 2。可见,在板厚比 0 [ A3 [ 1. 6,相对裂纹长度N=

a/ b [ 0. 7范围内,二者的最大相对误差小于 5% , 说明虽

然本文方法在构建的裂纹横截面正应力模型略显粗糙,

不能严格满足所有弹性力学方程,但其结果不仅可以给

出无量纲应力强度因子的简单表达式,而且其计算结果

在所对比的范围内是可靠的。
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图 5  不同面外垂直板件长度情况下两种薄壁杆件的无量纲应力强度因子 Y(N)曲线

表 2  本文槽形薄壁杆件的应力强度因子结果与文献[ 1, 5]结果的相对误差, %

A3= 0 A3= 0. 2 A3= 0. 4 A3= 0. 6 A3= 0. 8 A3= 1. 0 A3= 1. 2 A3= 1. 4 A3= 1. 6

a/ b= 0. 3 3. 664 4. 081 3. 758 3. 512 3. 395 3. 177 3. 036 2. 755 2. 323

a/ b= 0. 4 3. 840 4. 410 4. 003 3. 515 3. 344 3. 044 2. 869 2. 595 2. 008

a/ b= 0. 5 3. 180 4. 133 3. 829 3. 397 2. 763 2. 104 1. 449 0. 755 0. 177

a/ b= 0. 6 1. 916 2. 922 3. 180 2. 419 1. 436 0. 409 0. 508 1. 557 2. 525

a/ b= 0. 7 1. 277 1. 581 2. 102 1. 476 1. 052 0. 584 1. 872 3. 175 4. 403

5  结束语
本文在文献[ 7]的基础上, 提出了用于确定含中心裂

纹薄壁杆件应力强度因子的面场分析近似方法,得到了

常见薄壁杆件均匀拉伸时的多个无量纲应力强度因子的

简单实用公式。这些公式的适用范围包括焊接组合 (非

等厚)薄壁杆件和冷弯( 等厚) 薄壁杆件。与现有的等厚

槽形薄壁杆件的数值结果的对比分析表明,本文方法得

到的应力强度因子最大误差小于 5% ,对于工程应用来说

是可以接受的。该近似方法,也适用于求解含中心裂纹

薄壁杆件的弯曲问题。
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